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СБЕРЕЖЕНИЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ РЕСУРСОВ ПРИ РАСЧЕТАХ УПРУГИХ ТЕЛ С ПРИПОВЕРХНОСТНЫМИ ОСОБЕННОСТЯМИ
Пеньков В.Б, Саталкина Л.В., Минин С.В. 
Россия, Липецк, Липецкий государственный технический университет

При решении краевых задач математической физики для компактных тел достаточно использовать соответствующее общее решение определяющих уравнений среды. При наличии физических и геометрических особенностей на границе тела такой подход требует счетного набора элементов пространства состояний. Вычислительная реальность ограничивает базис большой конечной размерности. Показано, что использование наряду с традиционным подходом общего решения для неограниченной области с компактной полостью коренным образом корректирует вычислительную размерность задачи. 
Ключевые слова: метод граничных состояний, лакуна, упругое тело с геометрической особенностью границы.

Solving boundary problems of mathematical physics for compact bodies it is enough to use the corresponding general solution of the defining equations of medium. In the presence of physical and geometrical characteristics at the boundary of the body this approach requires a countable set of elements of the space of states. Computing reality limits the basis of a large finite dimension. It is shown that along with the traditional approach using the general solution for unlimited area with compact cavity radically corrects computing the dimension of the problem.
Key words: Method of boundary states, lacuna, elastic body with geometric singularity of boundary. 
Метод граничных состояний основан на понятии состоянии среды [1].  Под внутренним состоянием упругой среды понимают наборы характеристик  
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, под граничным состояние – 
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- компонента вектора перемещения, 
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– компоненты тензоров напряжений и деформаций, 
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- оператор «взятия» границы тела. Между гильбертовыми пространствами внутренних и граничных состояний установлен изоморфизмом: коэффициенты Фурье в разложении решения по ортонормированному базису пространств состояний одинаковы
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В случае второй основной задачи (определение НДС тела по поверхностным перемещениям) решение сводится к  рутинным вычислениям:  
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Принципиальная трудность – наличие лакуны (особенность при поверхности тела) существенно возмущает поле; для обеспечения точности требуется весьма длинный отрезок базиса. Бесконечность невозможна технически, поэтому любой отрезок базиса в целом базис представляет нерепрезентативно. 
Реализована идея об использовании центра 
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 [2] и решения Аржаных-Слободянского для внешности 
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. Использование двух отрезков базиса 
1 ) для ограниченного тела
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2) для неограниченного тела
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существенно сокращает суммарную длину объединенного базиса, экономя вычислительные ресурсы. 
Ортогонализация выполняется в соответствии с определениями скалярных произведений:
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Вторая основная задача: однородный изотропный упругий шар радиуса 
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 ослаблен лакуной  радиуса 
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. Требуется исследовать влияние лакуны на упругое состояние шара при различных вариантах постановки задачи в отношении граничных условий.  Поверхность шара с лакуной ограничена двумя сферическими участками, изображенными на рис. 1.
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Безразмерные постоянные Ламе 
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.  Граничные условия задачи: 
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Рис. 1. Схема нагружения тела
Представим первый элемент исходного базиса внутренних состояний для перемещений, вычисленный по формуле (2)
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где 
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, четвертый элемент в базисе внутренних состояний, вычисленный по формуле (1):
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Среднеквадратичная интегральная невязка граничных условий с восстановленным граничным состоянием составила безразмерную величину  0.0006. Результаты решений имеют аналитическое представление и представлены в графической форме (рис. 2). 
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Рис. 2.  Изолинии напряжений в сечении 
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Как видно из рис. 2 радиальные волокна растягиваются вблизи оси симметрии и, напротив, сжимаются по мере удаления от нее. Ярко выражены окружные напряжения:  у основания лакуны – сжимающие, а у верхних кромок лакуны – растягивающие. Осевые волокна, как и следовало ожидать, сжимающие, особенно, непосредственно под индентером.
Таким образом, «искусственное» применение общего решения для внешности компактной области коренным образом  сказывается на сходимости решения и в такой же степени экономит вычислительные ресурсы. 
Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект №  13-01-97505).
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