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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы. Пластинки и балки являются одними из самых распростра-

нённых конструктивных элементов в строительных и машиностроительных конструк-
циях, занимая одно из наиболее значимых мест: несущие элементы мостовых конст-
рукций, элементы обшивки крыла, фюзеляжа самолёта или корпуса корабля, элементы 
перекрытия и покрытия в зданиях и сооружениях. Для их расчёта применяются в 
большинстве своём численные методы (метод конечных элементов, метод конечных 
разностей) и создаются программные комплексы, при использовании которых часто 
теряется физическая сущность задачи.  

Однако в расчётной практике по-прежнему придаётся большое значение разра-
ботке, развитию и совершенствованию простых аналитических, в том числе и прибли-
жённых, методов решения конкретных задач для типичных элементов конструкций 
зданий и сооружений, наглядно отражающих влияние их отдельных геометрических и 
физических параметров на прочность, жёсткость и устойчивость конструкций, что спо-
собствует более правильному пониманию её силовой схемы.  

Одним из таких методов является метод предельного равновесия, который даёт 
возможность определить разрушающую нагрузку путём сравнительно несложного рас-
чёта и во многих случаях обеспечивает рациональное расходование материала. Метод 
предельного равновесия позволяет решать задачи, которые с трудом поддаются расчё-
ту другими методами из-за сложности математических вычислений. Определение не-
сущей способности конструкций с учётом пластических деформаций производится с 
использованием различных условий текучести, а также с применением теорем пре-
дельного равновесия.  

В справочной и научной литературе приводится весьма ограниченный набор из-
вестных решений задач предельного равновесия пластинок, большинство из них полу-
чены приближёнными методами и имеют разную степень точности и достоверности.  

Вместе с тем важное теоретическое и практическое значение имеет дальнейшее 
развитие кинематического метода предельного равновесия для расчёта пластинок и 
стержневых систем постоянной и переменной жёсткости.  

Объект и предмет исследования. Объектом исследования являются пластинки 
постоянной жёсткости с произвольным выпуклым контуром и однородными гранич-
ными условиями по всему контуру (либо шарнирное опирание, либо свободное опира-
ние, либо жёсткое защемление), пластинки линейно-переменной толщины и статиче-
ски неопределимые балки ступенчато-переменной жёсткости. Материал пластинок и 
балок удовлетворяет условиям жёсткопластического деформирования. Предметом ис-
следования являются кинематический метод предельного равновесия, способы и мето-
дики определения разрушающих нагрузок для пластинок и балок, нагруженных сосре-
доточенной силой или равномерно распределённой нагрузкой, изучение и использова-
ние взаимосвязи кинематического метода с методом интерполяции по коэффициенту 
формы.  

Цель диссертационной работы заключается в развитии кинематического метода 
предельного равновесия для оценки несущей способности пластинок постоянной жёст-
кости произвольного вида и различными граничными условиями, разработке теорети-
ческого аппарата для расчёта пластинок линейно-переменной жёсткости и балок пере-
менного сечения.  

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи:  
– получить аналитические зависимости границ перехода между возможными 
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схемами разрушения прямоугольных шарнирно опёртых пластинок, нагруженных со-
средоточенной силой в произвольной точке, и на их основе разработать алгоритм и 
программный комплекс для расчёта таких пластинок;  

– исследовать возможные схемы разрушения шарнирно опёртых пластинок в 
форме трапеции, параллелограмма, треугольника при действии на них произвольно 
приложенной сосредоточенной силы;  

– выявить закономерности изменения разрушающих нагрузок для пластинок, на-
груженных сосредоточенной силой, приложенной в их геометрическом центре;  

– получить функциональные зависимости «разрушающая нагрузка – коэффици-
ент формы пластинок» для пластинок, нагруженных равномерно распределённой на-
грузкой, имеющих различные очертания опорного контура;  

– разработать теоретическую базу для расчёта пластинок линейно-переменной 
толщины, нагруженных равномерно распределённой нагрузкой или сосредоточенной 
силой, кинематическим методом предельного равновесия для пирамидальных и кони-
ческих схем разрушения;  

– исследовать поведение замкнутого краевого шарнира текучести для пластинок 
линейно-переменной толщины, получить соответствующее дифференциальное уравне-
ние и его интеграл;  

– провести экспериментальные исследования прямоугольных шарнирно опёртых 
пластинок линейно-переменной толщины, для выяснения вопроса об угле выхода кри-
волинейного шарнира текучести на опорный контур;  

– исследовать несущую способность оптимально запроектированных металличе-
ских балок ступенчато-переменной жёсткости, нагруженных равномерно распределён-
ной нагрузкой.  

Методы исследования. В ходе проведения теоретических исследований исполь-
зовались классические методы строительной механики и теории сооружений, при об-
работке результатов экспериментальных исследований – методы математической ста-
тистики. Для исследования геометрической стороны изучаемой проблемы применялись 
методы геометрического подобия плоских фигур (аффинные преобразования), а при 
исследовании физической стороны – кинематический метод предельного равновесия, 
метод конечных разностей, метод интерполяции по коэффициенту формы. Для аппрок-
симации полученных решений использовался программный комплекс «Table Curve 2D 
V. 5.01», оценка погрешности найденных функций выполнялась в приложении «Micro-
soft Office Excel 2003». Для получения численных решений применялся программный 
комплекс «MathCAD 14».  

Научную новизну диссертационной работы составляют следующие результаты:  
– аналитическое и графическое представление границ перехода между возмож-

ными схемами разрушения прямоугольных шарнирно опёртых пластинок при действии 
на них произвольно приложенной сосредоточенной силы, алгоритм и программный 
комплекс для расчёта таких пластинок, разработанный на основе полученных решений;  

– аналитические зависимости для определения разрушающей нагрузки различных 
четырёхугольных пластинок (в виде треугольника, трапеции, параллелограмма, ромба) 
при произвольном месте приложения сосредоточенной нагрузки;  

– закономерность о двусторонней ограниченности всего множества значений раз-
рушающих нагрузок для четырёхугольных пластинок, нагруженных сосредоточенной 
силой в их геометрическом центре;  

– граничные кривые, представленные в координатных осях «разрушающая на-
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грузка – коэффициент формы», для пластинок с различным очертанием опорного кон-
тура, однородными граничными условиями и нагруженных равномерно распределён-
ной нагрузкой;  

– аппроксимирующие функции для определения параметров схем разрушения 
пластинок с образованием угловых элементов в полигональных свободно опёртых пла-
стинках, нагруженных равномерно распределённой нагрузкой;  

– расчётные формулы для определения разрушающих нагрузок пластинок линей-
но-переменной толщины и закономерности образования пирамидальных и конических 
схем излома;  

– новые результаты экспериментальных исследований по выявлению закономер-
ностей поведения криволинейного шарнира текучести при его выходе на шарнирно 
опёртый контур.  

Теоретическая значимость и практическая ценность результатов диссертаци-
онной работы заключается в следующем:  

– в выявлении закономерностей и физических эффектов при исследовании рабо-
ты пластинок в предельном состоянии с их аналитической и графической интерпрета-
цией; в использовании этих закономерностей при выводе расчётных формул для опре-
деления разрушающих нагрузок пластинок произвольного вида с однородными гра-
ничными условиями при воздействии на них сосредоточенной силы или равномерно 
распределённой нагрузки;  

– в построении граничных функций «разрушающая нагрузка – коэффициент 
формы», позволяющих использовать аппарат изопериметрического метода и метода 
интерполяции по коэффициенту формы для решения задач предельного равновесия 
пластинок;  

– в разработке теоретической базы для расчёта пластинок линейно-переменной 
толщины кинематическим методом предельного равновесия; в теоретическом исследо-
вании поведения замкнутого шарнира текучести в жёстко защемлённых пластинках, 
нагруженных сосредоточенной силой; в экспериментальном исследовании поведения 
незамкнутого краевого шарнира текучести с выходом его на шарнирно опёртый контур 
пластинки линейно-переменной толщины;  

– в разработке алгоритма и программы для определения несущей способности 
прямоугольных шарнирно опёртых пластинок, нагруженных произвольно приложен-
ной сосредоточенной силой;  

– в методике определения разрушающей нагрузки для оптимально запроектиро-
ванных металлических балок ступенчато-переменной жёсткости, нагруженных равно-
мерно распределённой нагрузкой.  

Достоверность представленных научных положений и результатов подтвер-
ждается использованием фундаментальных принципов и методов строительной меха-
ники и теории сооружений, сопоставлением полученных результатов с известными 
решениями других исследователей, а также решением большого количества тестовых 
задач.  

На защиту выносятся следующие положения и результаты:  
– аналитические зависимости и графическое представление границ перехода ме-

жду возможными схемами разрушения прямоугольных шарнирно опёртых пластинок 
при действии на них произвольно приложенной сосредоточенной силы, алгоритм и 
программный комплекс для расчёта таких пластинок, разработанный на основе полу-
ченных решений;  
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– аналитические зависимости для определения разрушающей нагрузки различных 
четырёхугольных шарнирно опёртых пластинок (в виде треугольника, трапеции, па-
раллелограмма, ромба) при произвольном месте приложения сосредоточенной силы;  

– двусторонние оценки разрушающей нагрузки шарнирно опёртых трапециевид-
ных, параллелограммных и треугольных пластинок, нагруженных сосредоточенной 
силой, приложенной в их геометрическом центре;  

– графическое представление граничных кривых Рразр – Kf для пластинок, нагру-
женных равномерно распределённой нагрузкой, а также примеры расчёта, демонстри-
рующие эффективность применения построенных кривых при оценке несущей способ-
ности пластинок в задачах строительной механики, связанных с произвольной выпук-
лой областью;  

– аппроксимирующие функции для определения параметров схем излома пласти-
нок с образованием угловых элементов в полигональных свободно опёртых пластин-
ках, нагруженных равномерно распределённой нагрузкой;  

– расчётные формулы для определения разрушающих нагрузок пластинок линей-
но-переменной толщины и закономерности образования пирамидальных и конических 
схем разрушения;  

– вывод и численное решение дифференциального уравнения замкнутого краево-
го шарнира текучести для пластинок линейно-переменной толщины;  

– результаты экспериментальных исследований по выявлению закономерностей 
поведения криволинейного шарнира текучести при его выходе на шарнирно опёртый 
контур;  

– методика определения разрушающей нагрузки для оптимально запроектиро-
ванных металлических балок ступенчато-переменной жёсткости, нагруженных равно-
мерно распределённой нагрузкой.  

Апробация работы. Основные результаты диссертационной работы докладыва-
лись и обсуждались на: научно-технических конференциях профессорско-
преподавательского состава ОрёлГТУ (Госуниверситета – УНПК) в 2009…2011 гг.; 
Международных академических чтениях «Биосферно-совместимая безопасная среда 
обитания с позиции архитектурно-градостроительного комплекса» (Брянск, 2007 г.); 
Международных академических чтениях «Безопасность строительного фонда России. 
Проблемы и решения» (Курск, 2009...2010 гг.); 2-ой Всероссийской конференции 
«Проблемы оптимального проектирования сооружений» (Новосибирск, 2011 г.).  

Публикации. По теме диссертации опубликовано 12 печатных работ, в том числе 
8 статей в ведущих рецензируемых журналах, рекомендованных ВАК РФ для публика-
ции основных научных результатов диссертационных исследований на соискание учё-
ной степени кандидата технических наук.  

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из введения, четырёх 
глав, основных выводов, списка литературы, включающего 164 наименования, в том 
числе 50 зарубежных, и 8 приложений. Работа изложена на 274 страницах, включает 
202 страницы основного текста, содержит 67 рисунков, 51 таблицу.  

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
Во введении обосновывается актуальность темы диссертационной работы, фор-

мулируется цель и задачи исследования, доказывается научная новизна, достоверность 
полученных результатов, их теоретическая значимость и практическая ценность, при-
водятся положения, выносимые на защиту, излагается краткое содержание диссерта-
ции.  
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В первой главе изложен обзор работ по проблеме расчёта строительных конст-
рукций методом предельного равновесия, а также его теоретические основы.  

Ведущую роль в процессе разработки, обоснования и практического применения 
теории предельного равновесия сыграли фундаментальные работы А.А. Гвоздева,  
А.А. Ильюшина, А. Надаи, В. Прагера, А.Р. Ржаницына, Р. Хилла, Ф.Г. Ходжа и др.  

Расчёт железобетонных плит методом предельного равновесия проводился совет-
скими учёными А.А. Гвоздевым, А.С. Григорьевым, А.М. Дубинским, М.И. Ерховым, 
В.С. Зыряновым, Д.Д. Ивлевым, А.С. Калманком, А.Р. Ржаницыным и др. Из зарубеж-
ных исследователей следует отметить работы М. Арьенпура, Г. Гопкинса, К.В. Йоган-
сена, Е.Н. Мансфилда, Э. Митчелла, М.П. Нильсена, В. Ольшака, В. Прагера, А. Сав-
чука, З. Соботки, Ф.Г. Ходжа, М. Хораши и др. Среди диссертационных исследований 
следует выделить работы С. Греха, Б.Ж. Давранова, К.М. Джеманкулова, К.Ф. Исламо-
ва, Ю.В. Киржаева, В.И. Коробко, Г.И. Коротеева, В.В. Ражайтиса, К.М. Тельконурова, 
Д.А. Темралинова и др.  

При решении задач предельного равновесия пластинок широко применяются ме-
тоды математического программирования, среди которых наибольшее распростране-
ние получило линейное программирование. Из работ этого направления следует выде-
лить исследования Г.Н. Брусенцова, Д. Джонсона, Д. Купмана, Р. Ланса, В. Прагера,  
А.М. Проценко, А.Р. Ржаницына, В.И. Терёхиной, А.А. Чираса и др.  

Экспериментальной проверкой теории предельного равновесия занимались со-
ветские учёные К.К. Антонов, В.С. Булгаков, А.А. Гвоздев, Л.Н. Зайцев, Р.В. Зиновье-
ва, В.С. Зырянов, Н.И. Карпенко, С.М. Крылов, А.С. Щепотьев и др. Из зарубежных 
исследователей следует отметить работы С. Джейна, Д. Кеннеди, М. Масиратта,  
Ц. Меруани, Д. Мэгера, Р. Парка, Д. Робинсона, Р. Тейлора, Б. Хэйса и др.  

Определять несущую способность конструкций можно и приближёнными инже-
нерными методами (с помощью изопериметрического метода, метода интерполяции по 
коэффициенту формы), которые имеют строгое и чёткое математическое обоснование 
применительно к задачам предельного равновесия. Из работ этого направления следует 
выделить исследования В.И. Коробко, А.В. Коробко и их учеников.  

Расчёты по предельному состоянию основываются на использовании упрощён-
ных зависимостей (диаграмм) σ – ε между напряжениями и продольными деформация-
ми материала. Состоянию предельного равновесия, когда все волокна в растянутой, и в 
сжатой зонах будут находиться в состоянии текучести, соответствует предельный по-
гонный момент mт = 0,25σтh2.  

При использовании кинематического метода предельного равновесия составля-
ются уравнения работ внешней нагрузки и внутренних усилий, возникающих в шарни-
рах текучести. Значение предельной нагрузки определяется из условия равенства нулю 
полной потенциальной энергии системы. В случае действия на пластинку сосредото-
ченной нагрузки потенциальная энергия внешних сил T может быть найдена как про-
изведение силы Р на величину максимального прогиба: Т = – Рw0, а для случая дейст-
вия на пластинку распределённой нагрузки интенсивностью q(x, y) – из выражения 

∫∫−=
А

y)wdAq(x,T . Работа внутренних сил U определяется из выражения ∑ ∫
=

=
n

1i 0
iiт

i

dsθmU
l

, 

где −il длина i-го шарнира текучести; θi – двугранный угол перелома в i-ом шарнире 
текучести, dsi – длина ребра перелома i-го шарнира текучести.  

Двугранный угол перелома θi упругих граней пластинки в цилиндрическом шар-
нире текучести AB в точке C (рисунок 1) определяется следующим образом:  
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– для полигональных пластинок  

)ctgβ(ctgαw
b
1

а
1wθ ii

i

0
0i +=⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛
+=

l
;      (1) 

– для пластинок с криволинейным контуром  
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+=+= d
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ll
, (2) 

а работа внутренних сил из выражений:  
– для полигональных пластинок  

∑
=

+=
n

1i
ii0т )ctgβctgα(wmU ;          (3) 

– для пластинок с криволинейным контуром  

∫ ϕ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′′
−

′
+=

π2

0
2

2

0т d
r
r

r
r21wmU ,       (4) 

где r = r(φ) – уравнение контура пластинки в полярной системе координат.  
Вторая глава посвящена расчёту пластинок постоянной толщины кинематиче-

ским методом предельного равновесия.  
В работах А.Р. Ржаницына отмечается, что для прямоугольных шарнирно опёр-

тых пластинок в зависимости от места приложения сосредоточенной силы возможны 
схемы разрушения, представленные на рисунке 2.  

 
Рисунок 2 – Схемы разрушения прямоугольных шарнирно опёртых пластинок 

Значения разрушающих нагрузок соответствующие предельным состояниям, изобра-
жённым на рисунке, определяются следующим образом:  

Схема а) Схема б) Схема в) Схема г), з) 
mт[a/y + a/(b – y) + b/x + b/(a – x)]; 4mт(a/b + b/a); 10,283mт; 11,425mт; 

Схема д) Схема е) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
++

−
+

−
++ π

c1
2

)с1(
yb

x
x

yb
x
y

y
х

m 2
2

т , 

где параметр «с» определяется из трансцен-

дентного уравнения 2cπe
с1
с1

yb
y −=

−
+

⋅
−
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⎤
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⎢
⎣
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с1
с12)πс2(1m

22
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т , где пара-

метр «с» определяется из трансцендентного 

уравнения сπе
c1
c1

x
y −=

−
+

⋅  

 Схема ж)  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+ π

c1
2)с1(2m 2

2
т , где параметр «с» определяется также как и для схемы д). 

 
Рисунок 1 – Определение  
двугранного угла перелома  

в цилиндрическом шарнире текучести
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Используя выражения, представленные выше, были построены границы перехода 
между возможными схемами разрушения для прямоугольных шарнирно опёртых пла-
стинок, нагруженных произвольно приложенной сосредоточенной силой. Получены 
шесть интервалов, в каждом из которых координаты «х», «у» границ перехода между 
схемами излома будут иметь различные значения:  

k ≥ 2,093, 1,8121 < k < 2,093, 1,5465 < k ≤ 1,8121, 

1,2465 < k ≤ 1,5465, 1,2262 < k ≤ 1,2465, 1 ≤ k ≤ 1,2262. 
Найденные интервалы позволяют 

найти границы областей, вдоль кото-
рых будет происходить переход между 
возможными схемами разрушения. 
Графическое построение таких облас-
тей даёт наглядное представление этих 
границ и позволяет определить ту схе-
му разрушения, которая будет реализо-
вываться для пластинки с заданным 
отношением сторон k при заданных 
координатах «x», «y» места приложе-
ния нагрузки. Пример построения та-
ких областей для одного из интервалов 
приведён на рисунке 3.  

Графическое представление об-
ластей перехода между возможными 
схемами разрушения для каждого из 

полученных интервалов позволило разработать алгоритм и программу для определения 
несущей способности прямоугольных шарнирно опёртых пластинок, нагруженных 
произвольно приложенной сосредоточенной силой.  

При уменьшении отношения сторон пластинки k, точка, в которой несущая спо-
собность будет минимальной, смещается от диагонали в центр.  

Всё множество значений 
разрушающих нагрузок для пря-
моугольных пластинок, нагру-
женных сосредоточенной силой, 
в зависимости от отношения 
сторон пластинки k, ограничено 
с двух сторон (рисунок 4).  

Точка 1 на этом рисунке 
соответствует квадратной пла-
стинке, кривая 1-2 – прямо-
угольным пластинкам с соотно-
шением сторон k ≤ 1,6957, гори-
зонтальная прямая 2-3 – прямо-
угольным пластинкам, у кото-
рых k ≥ 1,6957, горизонтальная 

прямая 4-5 является верхней границей всего множества значений разрушающих нагру-
зок для прямоугольных шарнирно опёртых пластинок, нагруженных сосредоточенной 
силой.  

Для шарнирно опёртых пластинок, нагруженных сосредоточенной силой воз-
можны схемы разрушения с образованием криволинейных шарниров текучести (рису-

Рисунок 3 – Границы перехода между  
схемами разрушения для интервала k ≥ 2,093  

(на рисунке показана четверть пластинки) 

Рисунок 4 – Свойство ограниченности всего множества  
значений разрушающих нагрузок для прямоугольных  

шарнирно опёртых пластинок, нагруженных  
сосредоточенной силой 
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нок 5), которые очерчиваются по логарифмической спирали и выходят на опорный 
контур под углом 45o. 

Получены выражения для на-
хождения предельных нагрузок, при-
ходящихся на образование зон пла-
стичности в окрестности острого и 
тупого углов пластинок (для общего 
случая приложения нагрузки):  

– для острого угла пластинки 
(рисунок 5, а): 
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– для тупого угла пластинки (рисунок 5, б): 
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где значения параметров «c1», «c2» и «c» определяются из трансцендентных уравнений  
)απ/2(с
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1 11e
c1
c1

h
h −−=

−
+

⋅ , )απ/2(с

2

2

1

2 12e
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1 1211е
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h
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⋅ . 

Из формул (5) и (6) вытекают частные случаи приложения сосредоточенной на-
грузки, рассмотренные А.Р. Ржаницыным.  

Трапеции являются наиболее общими фигурами среди четырёхугольников. Они 
включают в себя как частные случаи прямоугольники (в том числе квадраты), паралле-
лограммы (в том числе ромбы), треугольники (в том числе правильные и равнобедрен-
ные треугольники). Поэтому, если найти общее решение задач предельного равновесия 
трапециевидных пластинок, то для остальных видов пластинок расчётные формулы 
будут следовать автоматически из полученных решений.  

На рисунке 6 представлены схемы разрушения трапециевидных пластинок, на-
груженных сосредоточенной силой в центральной их части.  

 
Рисунок 6 – Схемы разрушения трапециевидных шарнирно опёртых пластинок,  

нагруженных сосредоточенной силой 
Значения предельных нагрузок, соответствующие этим схемам излома, определяются 
следующим образом:  

– для схемы разрушения «а»  
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Рисунок 5 – Зоны пластичности  
в окрестности острого и тупого углов пластинки 
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– для схемы разрушения «б»  
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– для схемы разрушения «в»  
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где значения параметров «c1» и «c2» определяются из трансцендентных уравнений 
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⋅  (схема б).  

Здесь и далее будем считать, что h1 и (H – h1) – высоты, опущенные из точки приложе-
ния сосредоточенной силы на нижнее и верхнее основания трапеции, h2 и h3 – высоты, 
опущенные на её левую и правую боковые стороны соответственно.  

Для вытянутых в горизонтальном направлении трапециевидных пластинок, на-
груженных сосредоточенной силой в центральной их части, возможны схемы разруше-
ния, представленные на рисунке 2, в, ж. Схема разрушения «в» (см. рисунок 2) будет 
справедлива для всех вытянутых в горизонтальном направлении пластинок с двумя 
параллельными сторонами, в частности и для вытянутых в горизонтальном направле-
нии трапециевидных пластинок. Разрушающая нагрузка при такой схеме излома всегда 
постоянна и равна 10,283mт. Для схемы разрушения «ж», когда сосредоточенная сила 
отступает на некоторое расстояние «у» от основания трапециевидной пластинки, пре-
дельную нагрузку следует определять по той же формуле, что и для прямоугольных 
пластинок, приняв H = b. Схема «в» переходит в схему «ж», когда точка приложения 
сосредоточенной силы находится в середине высоты трапеции, а в схему «з» (см. рису-
нок 2) – когда y ≤ 0,2689H (эта граница была получена в диссертации при определении 
зон перехода между возможными схемами разрушения прямоугольных пластинок).  

Для вытянутых в вертикальном направлении трапециевидных пластинок, нагру-
женных сосредоточенной силой в центральной их части, возможны схемы разрушения, 
представленные на рисунке 7.  

 
Рисунок 7 – Схемы разрушения трапециевидных шарнирно опёртых пластинок,  
вытянутых в вертикальном направлении и нагруженных сосредоточенной силой 

Значения предельных нагрузок, соответствующие этим схемам излома, опреде-
ляются следующим образом:  

– для схемы разрушения «а»  
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где значения параметров «c1» и «c2» определяются из трансцендентных уравнений 
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⋅ , причём А1 = π/2 – δ = 3π/2 – β1 – β2, А2 = π/2 + δ =  

= 3π/2 – α1 – α2, а δ – угол, образованный боковыми сторонами трапеции;  
– для схемы разрушения «б»  
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где значения параметров «c1», «c2» и «c3» определяются из трансцендентных уравне-
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Б3 = π/2 – α2;  
– для схемы разрушения «в»  
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где значение параметра «c» определяется из трансцендентного уравнения 
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⋅ , причём В = А2.  

Для трапециевидных пластинок, нагруженных сосредоточенной силой, прило-
женной вблизи вершины угла, возможны схемы разрушения, представленные на ри-
сунках 2, е и 3. Значения предельных нагрузок для этих схем излома, изображённых на 
рисунке 3, определяются из выражений (5), (6) соответственно, а для схемы «е»  
(см. рисунок 2) также как и для прямоугольных пластинок.  

Для трапециевидных пластинок, нагруженных сосредоточенной силой, прило-
женной вблизи стороны, возможны схемы разрушения, представленные на рисунке 2, 
г, д, з. Значения предельных нагрузок, соответствующие этим схемам излома опреде-
ляются также как и для прямоугольных пластинок. Несущая способность прямоуголь-
ной трапециевидной пластинки при схеме разрушения «д» определяется по соответст-
вующей формуле для прямоугольной пластинки, приняв H = b; при схемах «г» или «з», 
которые могут образоваться вдоль любой стороны трапециевидной пластики произ-
вольного очертания, – имеет постоянное значение Pразр = 11,425mт.  

Для параллелограммных шарнирно опёртых пластинок, нагруженных произволь-
но приложенной сосредоточенной нагрузкой, возможны схемы излома, изображённые 
на рисунках 2, г, 3 и 6, а. Значения предельных нагрузок для этих схем разрушения 
были приведены ранее. Минимальное значение предельной нагрузки для параллело-
граммной пластинки будет тогда, когда сосредоточенная сила приложена в её центре. 
В этом случае разрушающая нагрузка определяется из выражений:  
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где α – острый угол параллелограмма; a и b – его стороны, а значение параметра «с» 

определяется из трансцендентного уравнения )α2π/(сe
c1
c1

a
b −−=

−
+

⋅ .  
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Из формул (7) и (8) вытекают все частные случаи для четырёхугольных пласти-
нок, нагруженных сосредоточенной силой в центре, связанных с параллелограммом 
(пластинки в виде квадрата, ромба, прямоугольника).  

Применив к прямоугольным пластинкам геометрическое преобразование аффин-
ного сдвига параллельно основанию, нетрудно убедиться в том, что всё множество 
параллелограммов можно заключить между прямоугольниками и ромбами. Очевидно, 
что и всё множество разрушающих нагрузок будет лежать между соответствующими 
решениями для прямоугольных и ромбических пластинок. Покажем это графически.  

Выберем в качестве аргумента 
выражение kf = (a/b + b/a)/sinα, кото-
рое характеризует форму параллело-
грамма и в явном виде входит в 
формулы (7) и (8). Построим график  
Pразр – kf (рисунок 8).  

Точка 1 на нём соответствует 
квадратной пластинке, прямая 1-2 – 
прямоугольным пластинкам с соот-
ношением сторон a/b ≤ 2,093, гори-

зонтальная прямая 2-3 – прямоугольным пластинкам, у которых a/b ≥ 2,093. Нижняя 
кривая 1-4 соответствует ромбическим пластинкам, она асимптотически стремится к 
прямой 2-3. Из рисунка 8 видно, что всё множество значений разрушающих нагрузок 
для параллелограммных пластинок заключено между указанными границами, что ана-
литически можно записать в виде двустороннего неравенства  

⎩
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2
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fт
парразрт          (9) 

Несущая способность треугольных шарнирно опёртых пластинок, нагруженных 
сосредоточенной силой, может быть найдена из формул, полученных ранее для трапе-
циевидных пластинок, комбинацией слагаемых для того или иного пластического ме-
ханизма разрушения. Минимальные значения предельных нагрузок для треугольных 
пластинок (в том числе и равнобедренных) будут тогда, когда сосредоточенная сила 
приложена в её центре. В этом случае можно записать следующее неравенство:  

[ ]⎩
⎨
⎧

≥++
≤

=
π/2,βесли,β/2)(gсtβ22m

π/2;βесли,9,142m
Р

т

т
разр      (10) 

где β – тупой или прямой угол при 
вершине треугольника.  

Представим зависи-
мость (10) для пластинок в 
виде равнобедренных тре-
угольников графически (см. 
рисунок 9). Как видно из ри-
сунка, все решения для таких 
пластинок лежат на одной 
линии, причём на участке 1-2  
(β ≤ π/2) эта линия прямая, на 

участке 2-3 (β ≥ π/2) – кривая. Для пластинок, нагруженных не в центре, эта линия бу-
дет являться нижней границей Pразр. Прямая 4-5 (Pразр = 11,425mт – рисунок 2, г) являет-
ся верхней границей предельной нагрузки для всего множества пластинок, нагружен-
ных не в центре.  

Рисунок 8 – График зависимости Pразр – kf 

Рисунок 9 – График зависимости Pразр – β 
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Поскольку всё множество трапеций заключено между прямоугольниками и тре-
угольниками, то и всё множество минимально возможных разрушающих нагрузок бу-
дет лежать между соответствующими решениями для прямоугольных и треугольных 
пластинок. С учётом сказанного, получим двустороннее неравенство 

[ ] ⎩
⎨
⎧

≥=
≤=+

≤≤
⎭
⎬
⎫

++ .093,2а/bkприm283,10
,093,2а/bkпри)b/aa/b(m4

)Р(
)2β/(сtg2βm2

,m142,9

т

т
трапразр

т

т               (11) 

Неравенства (9)...(11) позволяют получать двусторонние оценки Pразр с удовле-
творительной точностью, не прибегая к анализу схем разрушения пластинок. Более 
точные оценки можно получить, используя приём интерполяции границ на внутреннее 
множество значений Pразр по коэффициенту формы области, предложенному в работах 
д.т.н. А.В. Коробко.  

В работах д.т.н. В.И. Коробко была доказана функциональная зависимость между 
разрушающей нагрузкой и коэффициентом формы – безразмерной геометрической 
характеристикой плоской области, обладающей рядом изопериметрических свойств. 
На основании одного из таких свойств – свойства о двусторонней ограниченности ко-
эффициента формы – было сделано заключение о том, что всё множество значений 
разрушающих нагрузок для пластинок с однородными граничными условиями ограни-
чено сверху и снизу граничными кривыми, с помощью которых при использовании 
метода интерполяции по коэффициенту формы (МИКФ) находятся опорные решения.  

Используя известные решения задач предельного равновесия пластинок, пред-
ставленные в справочной и научной литературе, а также формулы для определения их 
коэффициента формы, заимствованные из монографий А.В. Коробко и В.И. Коробко, 
построим графические зависимости «разрушающая нагрузка – коэффициент формы» 
для пластинок с однородными граничными условиями, нагруженных равномерно рас-
пределённой нагрузкой (рисунок 10).  

На этих графиках точки 
1, 2, 3, 4 соответствуют 
решениям для пластинок 
в виде круга (точка 1), 
квадрата (точка 2), рав-
ностороннего треуголь-
ника (точка 3), равно-
бедренного прямоуголь-
ного треугольника (точ-
ка 4). Прямая 1-3 описы-
вает решения для пла-
стинок в виде правиль-
ных n-угольников, пря-
мая 2-5 – для ромбиче-
ских пластинок, прямая 
3-5 – для пластинок в 
виде равнобедренных 

треугольников, кривая 2-6 – для прямоугольных пластинок, кривая 1-7 – для эллипти-
ческих пластинок.  

Кривые и прямые, изображённые на рисунке 10, в соответствии со свойствами и 
закономерностями коэффициента формы Kf являются граничными для всего множест-
ва пластинок с произвольным выпуклым контуром. Для шарнирно опёртых пластинок 

а) шарнирное опирание по контуру,  
б) свободное опирание по контуру 

Рисунок 10 – Зависимости Pразр – Kf для пластинок нагруженных 
равномерно распределённой нагрузкой 
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верхней границей разрушающей нагрузки будет являться прямая 1-5, а нижней – кри-
вая 1-7 (см. рисунок 10). Для свободно опёртых пластинок кривая 1-2 очень близко 
расположена к участку кривой 1-7, поэтому для оценки несущей способности можно 
принимать какую-либо одну из них. По мере увеличения Kf участок кривой 1-7 слива-
ется с кривой 2-6. В этом случае также возможно использование только одной из ука-
занных кривых.  

Сопоставление графиков, представленных на рисунках 10, а, б, показывает, что 
для шарнирно опёртых и свободно опёртых пластинок верхняя и нижняя границы ме-
няются местами, что объясняется существенным отличием схем разрушения пластинок 
в виде правильных фигур. Несущая способность жёстко защемлённых пластинок, на-
груженных равномерно распределённой нагрузкой, будет в два раза выше соответст-
вующих значений, найденных для случая шарнирного опирания (это следует из фор-
мул, представленных в научной литературе).  

Построенные границы позволяют с достаточной для инженерных расчётов точно-
стью с помощью МИКФ определять несущую способность пластинок с произвольным 
выпуклым контуром, нагруженных равномерно распределённой нагрузкой, без анализа 
возможных схем разрушения в состоянии предельного равновесия. Это является суще-
ственным преимуществом МИКФ перед методом предельного равновесия.  

В таблице 2 пред-
ставлены функциональ-
ные зависимости между 
разрушающей нагрузкой 
(Pразр = qразрA, где А – 
единичная площадь 
пластинки) и коэффици-
ентом формы пластинки 
(Kf). Анализ зависимо-
стей Pразр – Kf (см. рису-
нок 10), показал, что 

построенные кривые очень близки к прямым линиям. Поэтому в качестве аппроксими-
рующих функций принимались линейные зависимости, которые с погрешностью  
до 1,2 % удовлетворяют точным решениям. В связи с этим при определении несущей 
способности пластинок с помощью МИКФ следует также использовать линейную ин-
терполяцию по коэффициенту формы, вычисляя два неизвестных параметра в линей-
ной зависимости с помощью опорных (граничных) решений.  

Третья глава посвящена расчёту пластинок линейно-переменной толщины кине-
матическим методом предельного равновесия.  

Для пластинок линейно изменяющейся толщины высота h является переменной 
величиной и выражается функцией h = h0 + krcosφ, где h0 – толщина пластинки в точке 
приложения сосредоточенной нагрузки; k – коэффициент, определяющий характер 
изменения толщины пластинки; r и φ – полярные координаты. Подставляя закон изме-
нения толщины пластинки, записанный выше, в выражения (3) и (4) получим формулы 
для определения несущей способности пластинок линейно-переменной толщины.  

Численные исследования шарнирно опёртых пластинок линейно изменяющейся 
толщины в форме правильных фигур, имеющих форму треугольника, квадрата, пяти-
угольника, шестиугольника, круга, нагруженных сосредоточенной нагрузкой в геомет-
рическом центре, при пирамидальной (конической) схеме излома показали, что:  

Таблица 2 – Аппроксимирующие функции  
для характерных граничных прямых Pразр = f(Kf)·mт  

Граничные условия пластинок Пластинки  
в виде: шарнирное опирание свободное опирание 

прямоугольника 8,0770 + 2,0262Kf 6,1683 + 2,0456Kf 
равнобедренного 
треугольника – 0,0006 + 3Kf 9,8786 + 1,5842Kf 

ромба 0,0013 + 3Kf 8,8951 + 1,6549Kf 
правильного 
n-угольника 0,0011 + 3Kf 7,6353 + 1,7912Kf 

эллипса 6,3435 + 2,0262Kf 6,3435 + 2,0262Kf 
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– пластинки линейно-переменной жёсткости экономичнее пластинок постоянного 
сечения с толщиной h0 = Vперем/A (Vперем – объём пластинки переменного сечения,  
A – её площадь);  

– направление, вдоль которого изменяется толщина пластинок, существенно 
влияет на их несущую способность: для квадратной пластинки наибольший эффект 
достигается тогда, когда линия наибольшего ската расположена параллельно двум её 
сторонам; для пластинки в форме правильного треугольника – вдоль высоты от верши-
ны к основанию; для пластинки в форме правильного пятиугольника – вдоль высоты от 
основания к вершине; для пластинки в форме правильного шестиугольника – перпен-
дикулярно сторонам;  

– из рассмотренных форм пластинок равной площади и одинакового объёма наи-
большую несущую способность имеет пластинка в форме правильного треугольника, а 
наименьшую – круглая пластинка;  

– установлено, что значение минимальной разрушающей нагрузки, а также отно-
шение координаты точки её места приложения к размеру стороны пластинки (δ) при 
одном и том же направлении изменения толщины зависят только от k (с ростом кру-
тизны ската пластинки это отношение смещается от геометрического центра к стороне 
с меньшей высотой).  

Для выполнения практических расчётов по результатам численных исследований 
были найдены функциональные зависимости минимальной разрушающей нагрузки от 
соответствующей координаты точки приложения сосредоточенной силы, расположен-
ной на оси симметрии пластинки. Аппроксимирующие функции для определения этих 
величин представлены в таблице 3.  
Таблица 3 – Аппроксимирующие функции для определения минимальной разрушающей нагрузки 
и коэффициента, обеспечивающего это значение  

Пластинки в виде: 
Разрушающая нагрузка 

т
min
разр σf(k)P ⋅=  Коэффициент f(k)δ =  

квадрата (толщина изменяется 
вдоль стороны) 

32 2,1281k33,0713k8 +−  2,4983k0,5 −  
квадрата (толщина изменяется 
вдоль диагонали) 

32 ,3157k5735,1468k8 −−  1,7163k0,5 −  
треугольника (толщина изменяется 
от вершины к основанию) 

32 154,4958k30,5092k10,392 ++  ,5333k10,667 −  
треугольника (толщина изменяется 
от основания к вершине) 

32 286,6031k30,4330k10,392 ++  1,2539k0,667 −  
пятиугольника (толщина изменяет-
ся от вершины к основанию) 

32 13,9268k47,1403k7,265 +−  ,1114k20,5 −  
пятиугольника (толщина изменяет-
ся от основания к вершине) 

32 50,5268k52,5219k7,265 +−  ,0709k20,5 −  
шестиугольника (толщина изменя-
ется вдоль вершин) 

32 ,2867k2257,5898k6,928 −−  ,3186k20,5 −  
шестиугольника (толщина изменя-
ется перпендикулярно сторонам) 

32 ,7272k355,0990k6,928 −−  ,6691k20,5 −  

круга  
−−− 21057,5519k1,3089k6,283  

43 k14286,66707689,1445k −−  
2

2

40,6261k10,2661k1
140,1679k18,7426k
+−
+−

 
Примечание: Функциональные зависимости, представленные в таблице, с погрешностью  

0,85 % удовлетворяют точным решениям.  
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Численные исследования шарнирно опёртых пластинок линейно изменяющейся 
толщины, имеющих форму правильных фигур, нагруженных равномерно распределён-
ной нагрузкой, при пирамидальной (конической) схеме излома показали, что вершина 
пирамиды разрушения не попадает ни в геометрический центр пластинки, ни в центр 
тяжести пластинки по материалу. При этом минимальные величины предельных нагру-
зок для указанных схем разрушения имеют значения, которые не превышают несущую 
способность пластинок постоянной толщины (при одинаковом объёме). Поэтому пла-
стинки в форме правильных многоугольников, нагруженные равномерно распределён-
ной нагрузкой, в случае, когда деформированная поверхность представляет собой пи-
рамиду, выгоднее проектировать постоянного сечения.  

В случае пирамидальной (конической) схемы разрушения жёстко защемлённых 
пластинок, нагруженных сосредоточенной силой P, кроме радиальных шарниров теку-
чести образовываются и краевые (периферийные) шарниры текучести, идущие по кон-
туру, ограничивающему область разрушения. Для достаточно вытянутых пластинок 
краевой шарнир текучести будет разделять пластинку на упругую и пластическую зо-
ны. Полная разрушающая нагрузка в этих случаях определяется следующим образом:  
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или в развёрнутом виде:  
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Форму кривой краевого шарнира текучести r(φ) найдём из условия минимума 
разрушающей нагрузки P, определяемого из уравнения Лагранжа–Эйлера:  
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где F – подынтегральное выражение в (13). После подстановки найденных значений и 
некоторых преобразований, уравнение (14) примет вид:  

+ϕ+′+ϕ+ϕ+′′− )cosrAB(r)cosr6Ccosr2Ar(Br 2232  
0)cos2rCcosr4CcosA(r)sin2r6,5Csinr(2Ar 2332 =ϕ+ϕ+ϕ+ϕ+ϕ′+ ,                 (15) 

где                                                   k4hA 0= , 2
04hB = , /32kC 2= .                                      (16) 

Дифференциальное уравнение (15) решить аналитически не представляется возмож-
ным, поэтому будем решать его приближённо одним из численных методов.  

А.Р. Ржаницын для пластинок постоянной толщины, имеющих криволинейный 
контур, получил уравнение краевого шарнира текучести в виде логарифмической спи-
рали r = Aecφ, где произвольные постоянные «А» и «с» определяются координатами 
выхода шарнира текучести на опорный контур. Такое же уравнение было получено 
Я.Б. Львином из предположения, что работа предельных моментов в краевом шарнире 
текучести равна работе предельных моментов на радиальных шарнирах текучести. Ес-
ли это свойство краевого шарнира текучести справедливо и для пластинок переменно-
го сечения, то дифференциальное уравнение краевого шарнира текучести для этих пла-
стинок может быть получено более простым путём.  
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Приравняв слагаемые правой части выражения (12) и проведя преобразования, 
получим:  

0)cosr4CcosA(r)cosr2CB(r)cosr2CrBcosr(Ar 23222232 =ϕ+ϕ+ϕ+−′+ϕ++ϕ′′ ,       (17) 
где значения параметров A, B, C определяются также как и в уравнении (15). Сравне-
ние выражений (15) и (17) показывает, что они отличаются друг от друга. Однако это 
обстоятельство не является определяющим в решении вопроса о правомерности ис-
пользования свойства равенства работ предельных моментов для краевого и радиаль-
ных шарниров текучести к пластинкам переменного сечения.  

Для окончательного выяснения вопроса о примени-
мости указанного свойства к пластинкам переменного се-
чения проведено численное решение обоих уравнений на 
конкретном примере. Определим положение краевого 
шарнира текучести для круглой жёстко защемлённой пла-
стинки радиусом 30 см, нагруженной сосредоточенной 
нагрузкой. Изменение толщины пластинки идёт в направ-
лении полярной оси. Высота пластинки в месте приложе-
ния нагрузки h0 = 2 см, коэффициент изменения толщины  
k = – 0,02. Необходимые расчётные данные показаны на 
рисунке 11.  

Решение дифференциальных уравнений (15) и (17) 
будем производить методом конечных разностей. В этом 
случае значения производных r' и r'', входящие в эти урав-
нения, запишутся следующим образом: r' = (Ri+1 – Ri–1)/2ψ; 
r'' = (Ri+1 – 2Ri + Ri–1)/ψ2, где ψ – принятый шаг угла (для 
нашего случая ψ = π/6).  

Подставляя в уравнения (15) и (17) выражения про-
изводных r' и r'', записанных в конечных разностях, полу-

чим две системы нелинейных алгебраических уравнений, решая которые находятся 
искомые значения Ri.  

Для решения систем уравнений использовался вычислительный комплекс  
«MathCAD». Результаты численного решения обеих систем нелинейных алгебраиче-
ских уравнений приведены в таблице 4.  

Из приведённой 
таблицы видно, что 
значения Ri, найденные 
из (15) и (17) при одних 
и тех же значениях уг-
лов φ, не равны между 
собой. Это означает, что 
свойство равенства ра-

бот предельных моментов краевого и радиальных шарниров текучести для пластинок 
линейно изменяющейся толщины не соблюдается.  

Анализируя результаты численного решения дифференциального уравнения (15), 
можно заметить, что его форма представляет собой окружность с центром в точке с 
координатами 0o, 1,212 (R = 11,212). В этом легко убедиться подстановкой значений Ri 
из таблицы 4 в уравнение окружности:  

r2 + 1,2122 – 2,424rcosφ – 11,2122 = 0.                                (18) 

 

Рисунок 11 – К расчёту 
круглой пластинки  

переменной толщины, 
нагруженной  

сосредоточенной силой 

Таблица 4 – Результаты численного решения уравнений (15) и (17) 
φi, град 0 30 60 90 120 150 

Ri из (15) 12,424 12,246 11,697 11,041 10,482 10,123 
Ri из (17) 8,167 8,308 8,623 9,058 9,516 9,867 
φi, град 180 210 240 270 300 330 

Ri из (15) 10,000 10,123 10,482 11,041 11,697 12,246 
Ri из (17) 10,000 9,867 9,516 9,058 8,623 8,308 
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Для определения величины разрушающей нагрузки необходимо по найденным 
численным значениям Ri (см. таблицу 4) записать уравнение краевого шарнира текуче-
сти на каждом из участков, расположенных между двумя соседними шарнирами Ri и 
Ri+1. В качестве аппроксимирующей удобно принять логарифмическую функцию  
r = Aecφ, где постоянные «А» и «с» определяются для каждого из интервалов по от-
дельности. Записав уравнения, описывающие краевой шарнир текучести на каждом 
участке, и подставив их в выражение (13), получим значение разрушающей нагрузки 

т
перем

1разр 10,720σP = .  
Для определения несущей способности пластинки можно также воспользоваться 

уравнением (18), предварительно выразив из него уравнение краевого шарнира текуче-
сти r(φ). В этом случае необходимо учесть, что центр окружности будет несколько 
смещён относительно точки приложения сосредоточенной нагрузки. Поэтому толщина 
пластинки h0 в центре этой окружности будет несколько меньше. Подставляя найден-
ные значения высоты пластинки в центре разрушения (h0) и уравнение краевого шар-
нира текучести r(φ) в (13), найдём значение разрушающей нагрузки т

перем
2разр 9,883σP = , что 

отличается от точного значения на 7,81 %. Для пластинки постоянной жёсткости с 
толщиной h0 = Vперем/A значение разрушающей нагрузки равно т

пост
разр 8,043σP = , что 

меньше несущей способности пластинки, линейно-переменной толщины на 24,98 %.  
Таким образом, пластинки линейно-переменной жёсткости экономичнее пласти-

нок постоянного сечения, имеющих один и тот же объём.  
В тех случаях, когда краевой шарнир текучести не образует замкнутый контур, 

для определения истинной формы разрушения необходимо определить точки его вы-
хода на опорный контур при условии обеспечения минимума функционалу (13). Эти 
точки следует искать методами вариационного исчисления, в которых данная задача 
известна как задача с подвижными концами. В диссертационной работе выдвинута 
гипотеза о том, что угол выхода криволинейного краевого шарнира текучести на опор-
ный контур для пластинок линейно-переменной жёсткости близок к 45o. В ходе прове-
дённых экспериментальных исследований опытных образцов бетонных плит эта гипо-
теза получила подтверждение. Максимальные отклонения полученных в эксперимен-
тальных исследованиях значений не превышают 5 %.  

Четвёртая глава посвящена расчёту статически неопределимых металлических 
балок ступенчато-переменной жёсткости, нагруженных равномерно распределённой 
нагрузкой, кинематическим методом предельного равновесия.  

Эффективность применения балок ступенчато-переменной жёсткости обусловле-
на возможностью снижения материалоёмкости их изготовления за счёт изменения из-
гибных жесткостей по длине на отдельных участках и рациональном выборе длин этих 
участков. Предельное состояние в таких элементах возникает при образовании трёх 
шарниров (пластических или конструкционных), расположенных в одном пролёте. 
Поэтому при расчёте балок переменной жёсткости кинематическим методом предель-
ного равновесия будем рассматривать оба возможных случая образования пластиче-
ского механизма для каждой из расчётных схем.  

Исследуем две схемы статически неопределимых балок ступенчато-переменной 
жёсткости, нагруженных равномерно распределённой нагрузкой, изображённые на 
рисунке 12.  
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Схема 1 Схема 2 

  

 
Рисунок 12 – Схемы балок ступенчато-переменной жёсткости 

Рассматривая каждую схему разрушения, составляем уравнения работ внешних 
сил и предельных моментов на возможных перемещениях балки в предельном состоя-
нии, из которых определяем разрушающие нагрузки, либо параметры, определяющие 
предельную работу балки под нагрузкой. Результаты расчёта приведены в таблице 5.  
Таблица 5 – Формулы для вычисления значений разрушающих нагрузок и параметров усиления 
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Используя выражения, представленные в таблице 5, можно находить предельные 
нагрузки для той или иной схемы разрушения балки ступенчато-переменной жёстоко-
сти, а также получать оптимальные параметры усиления, которые будут наиболее ра-
циональными, так как определяются из условия, что обе схемы разрушения могут на-
ступить одновременно. Кроме того, как показали тестовые расчёты, применение мето-
да предельного равновесия позволяет добиться снижения материалоёмкости самой 
конструкции и увеличения интенсивности равномерно распределённой нагрузки по 
сравнению с упругой стадией работы.  

ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ 
Обобщая результаты, полученные в процессе проведённого исследования, можно 

сделать вывод о том, что в диссертационной работе кинематический метод предельно-
го равновесия получил существенное развитие в направлении расчёта пластинок по-
стоянной жёсткости и линейно-переменной толщины. В работе показано, что кинема-
тический метод предельного равновесия для расчёта пластинок органично связан с 
методом интерполяции по коэффициенту формы, который позволил определять разру-
шающую нагрузку пластинок постоянной жёсткости сложного вида без выбора и ана-
лиза схем их разрушения.  

Основные научные и практические результаты работы:  
1. Для шарнирно опёртых прямоугольных пластинок, нагруженных произвольно 

приложенной сосредоточенной силой:  
– получены аналитические зависимости границ перехода между возможными 

схемами разрушения пластинок, что позволяет определять разрушающую нагрузку 
прямоугольных пластинок путём однократного расчёта без анализа схем разрушения;  

– разработан алгоритм и программа для расчёта таких пластинок.  
2. Для шарнирно опёртых трапециевидных, параллелограммных и треугольных 

пластинок:  
– исследованы возможные схемы разрушения при действии сосредоточенной си-

лы, приложенной в произвольном месте пластинки;  
– получены двусторонние неравенства, ограничивающие всё множество значений 

разрушающих нагрузок для пластинок, нагруженных сосредоточенной силой в их гео-
метрическом центре, в зависимости от коэффициента формы пластинок.  

3. Для пластинок с произвольным выпуклым контуром, нагруженных равномерно 
распределённой нагрузкой:  

– построены граничные кривые (функциональные зависимости) Pразр – Kf, охва-
тывающие всё множество опорных решений при определении несущей способности 
пластинок с использованием методики метода интерполяции по коэффициенту формы 
(МИКФ);  

– приведены решения тестовых примеров и показана эффективность применения 
МИКФ к исследованию задач предельного равновесия пластинок.  

4. Для пластинок линейно-переменной толщины:  
– разработан теоретический аппарат для их расчёта при действии равномерно 

распределённой нагрузки и сосредоточенной силы для случая образования пирами-
дальных (или конических) схем разрушения;  

– исследовано влияние направления изменения толщины пластинок на их несу-
щую способность;  

– найдены функциональные зависимости минимальной разрушающей нагрузки от 
параметра, определяющего характер изменения толщины пластинок;  
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– исследовано поведение замкнутого краевого шарнира текучести, получено со-
ответствующее дифференциальное уравнение и приведено его приближённое решение 
с анализом выявленных закономерностей;  

– экспериментальным путём проверена выдвинутая гипотеза о том, что угол вы-
хода криволинейного краевого шарнира текучести на шарнирно опёртый контур бли-
зок к 45o.  

5. Исследована несущая способность статически неопределимых металлических 
балок ступенчато-переменной жёсткости, нагруженных равномерно распределённой 
нагрузкой; получены аналитические зависимости, позволяющие найти оптимальный 
вариант их усиления (проектирования) путём однократного расчёта.  

6. Результаты диссертационной работы используются в учебном процессе 
ФГБОУ ВПО «Госуниверситет – УНПК» при изучении дисциплины «Теория упруго-
сти и пластичности», в рамках Федеральной целевой программы «Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России» госбюджетной НИР ОрёлГТУ (Госуни-
верситета – УНПК) «Исследование энерго-, ресурсоэффективных конструктивных сис-
тем с высоким уровнем конструктивной безопасности и живучести» (государственный 
контракт № 02.740.11.0151), а также при обследовании несущих и ограждающих кон-
струкций зданий Орловской ТЭЦ, которые выполнял Центр экспертизы промышлен-
ной безопасности ОрёлГТУ, при проведении поверочных расчётов монолитных участ-
ков перекрытий.  

Основные положения работы опубликованы в 12 статьях и научных докладах.  
Публикации в изданиях, рекомендованных Высшей аттестационной комис-
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