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Аннотация. В расчете железобетонных изгибаемых элементов по наклонным сечениям 
существенную роль играет расчетная проекция наклонного сечения. Задача определения угла 
наклона трещины остается актуальной и в элементах, усиленных композитными материалами. 
Предложен метод определения угла наклона трещины в любой точке по пролету изгибаемого 
элемента с усилением. Расчетному углу наклона трещины соответствует минимум внешней 
нагрузки, вызывающей ее раскрытие и определяемой из уравнения энергетического баланса. На 
основе данного метода проведены расчеты поля направлений трещин в элементах, усиленных 
композитными материалами, и проведен анализ полученных зависимостей угла наклона трещин 
от соотношения обычной и композитной арматуры и коэффициента гипотезы билинейных се-
чений. 
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THE FIELD OF CRACKS DIRECTIONS IN REINFORCED CONCRETE 

BENDING ELEMENTS STRENGTHENED BY THE EXTERNAL  
COMPOSITE REINFORCEMENT 

 
Abstract. The design projection of the inclined section is an important factor in the estimation 

of strength of reinforced concrete structures by inclined sections. The problem of determination of the 
crack inclination angle is also essential for the elements strengthened by the external composite rein-
forcement. The method of the inclination angle determination in any point along the span of strength-
ened bending element is proposed. The design inclination angle of a crack corresponds to the minimum 
of external load causing its opening, which is obtained from the energy balance equation. The calcula-
tions of bending elements strengthened by composite materials have been carried out. The ob-tained 
dependence of cracks inclination angles on the conventional to composite reinforcement ratio and on 
the coefficient of the bilinear section hypothesis. 

 
Keywords: the field of cracks directions, strengthening by external composite reinforcement. 
 

Введение 
В строительной практике часто возникают ситуации, когда необходимо проводить 

усиление существующих конструкций еще до возникновения значительных повреждений, в 
частности образования нормальных и наклонных трещин. Это может быть связано с измене-
нием проектных нагрузок, с ошибками при проектировании или с особыми условиями экс-
плуатации. В настоящее время одним из наиболее перспективных способов усиления являет-
ся использование различных композитных материалов. Работе железобетонных элементов, 
усиленных композитными материалами, в том числе по наклонным сечениям, посвящено 
немало исследований: как отечественных, так и зарубежных ученых. [3-18] 

ТЕОРИЯ ИНЖЕНЕРНЫХ СООРУЖЕНИЙ. 
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Известно, что несущая способность элемента на действие поперечной силы в суще-
ственной мере зависит от горизонтальной проекции наклонной трещины. Углы наклона тре-
щин переменны по пролету изгибаемого элемента. В действующих в настоящее время в Рос-
сии нормативных документах величина проекции опасного наклонного сечения определяется 
из условия наименьшей несущей способности сечения по поперечной силе [1, 2]. При этом 
расчет на действие поперечной силы и изгибающего момента по наклонному сечению про-
водится независимо. Предполагается, что поперечная сила воспринимается поперечной ар-
матурой и бетоном сжатой зоны, а предельные усилия в бетоне определяются на основе эм-
пирических зависимостей. 

В.И. Жарницким предложен подход, позволяющий теоретически рассчитать угол 
наклона трещины к вертикали в любой точке изгибаемого элемента для заданной схемы при-
ложения внешней нагрузки, т.е. определить поле направлений трещин. Этот метод основан 
на законе сохранения энергии и может быть распространен на элементы, усиленные компо-
зитными материалами [3-5]. 

 
Метод 
Предполагается, что трещина может распространяться из любой точки по пролету 

балки. Расчетному направлению трещины соответствует минимум внешней нагрузки, вызы-
вающей ее раскрытие. Величина нагрузки выражается из уравнения сохранения энергии и 
варьируется по углу наклона трещины к горизонтали . Траектория наклонной трещины в 
любой точке аппроксимируется прямой линией.  

Принята параболическая диаграмма «-» бетона как, при сжатии, так и при растяже-
нии. При этом разрушение растянутого бетона в случае одноосного напряженного состояния 
происходит при напряжении Rbt и деформации ubt. 

Предполагается, что процесс формирования траектории трещины завершается до воз-
никновения значительных пластических деформаций в сжатой зоне бетона, продольной и 
поперечной арматуре, а также задолго до достижения композиционными материалами пре-
дельных деформаций. В дальнейшем раскрытие трещины идет уже в известном направлении. 
Это позволяет не учитывать при определении расчетного угла наклона трещины пластиче-
скую работу материалов и нарушение сцепления между бетоном и композитом. 

Процесс формирования траектории трещины завершается до достижения предельного 
сопротивления сжатой зоны бетона срезу, следовательно, высота сжатой зоны hb не варьиру-
ется по углу . 

Рассмотрим элемент таврового сечения с полками сверху (например, балку монолит-
ного перекрытия), с продольной и поперечной арматурой, усиленный композитными матери-
алами в продольном направлении и вертикальными полосами композитных материалов в по-
перечном направлении (рисунок 1). При действии нагрузки возможно образование трещин, 
как в верхней, так и в нижней зоне. В данной статье рассматривается случай образования 
трещин в пролете. Предположим, что нейтральная ось проходит в полке, что известна высота 
сжатой зоны бетона над трещиной, и она не зависит от угла наклона трещины .  

Предполагаем, что погонное усилие в хомутах и в поперечных полосах композитного 
материала распределено по длине проекции наклонной трещины по треугольному закону. 
Это допущения не является обязательным, однако, позволяет получить решение в более об-
щем виде, не связывая его с шагом хомутов или полос усиления. Считаем, что композитный 
материал работает только на растяжение, причем деформирование композитного материала 
и усиливаемой конструкции происходит совместно вплоть до достижения предельной де-
формации. 

Силы зацепления в наклонном элементе над трещиной не учитываются, но сдвиговые 
деформации вдоль берегов наклонной трещины приводят к развороту продольных стержней 
на угол a и возникновению в них нагельного эффекта. 
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Рисунок 1 - Усилия в трапецеидальном элементе над наклонной трещиной,  

усиленном композитными материалами 
 
Для получения деформаций в наклонном сечении используется гипотеза билинейных 

сечений [3]. Для наклонного сечения деформации в каждом волокне можно определить по 
формуле: 

 

       
     

, 0

,

x x b b b

x b b

y h A y h y h

y y h h y h

  

 

      


           (1) 
 

где А – эмпирический коэффициент,  - кривизна. При А = 1 гипотеза билинейных сечений 
переходит в известную гипотезу плоских сечений. 

В случае ломаного сечения в точке его излома y = hb имеет место скачок напряжений 
и, соответственно, деформаций по оси X на величину  x bh  (рисунок 2). 

 
Рисунок 2 - Гипотеза билинейных сечений 

 

Теоретический угол наклона трещины к вертикали  можно определить из уравнения 
энергетического баланса, выразив усилия в трапецеидальном элементе из уравнений равно-
весия с учетом напряженно-деформированного состояния бетона над наклонной трещиной 
[3]. Уравнение сохранения энергии с учетом деформирования элементов усиления будет 
иметь вид: 

 

s f sc sw fw sh bt bс qW W W W W W W W A        ,    (2) 
 

где Ws, Wsс – потенциальная энергия деформирования растянутой и сжатой продольной арматуры; 
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Wf - энергия деформирования композитного материала, играющего роль продольного 
элемента усиления; 

Wsw – энергия деформирования поперечной арматуры;  

Wfw – энергия деформирования поперечных полос усиления;  
Wbс– потенциальная энергия деформирования сжатого бетона над трещиной;  
Wbяt,– энергия разрушения растянутого бетона; 
Wsh – энергия деформирования сжатой зоны бетона при сдвиге;  
Aq - работа внешней нагрузки. 
Энергия деформирования продольной растянутой арматуры: 
 

21 1
2 2s s s s s sW N E A       ,     (3) 

 

где Es, As, s – соответственно модуль упругости, площадь и продольная деформация растя-
нутой арматуры. 

Энергия деформирования продольных полос композита: 
 

2
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b
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 

 
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   (4) 

 

Обозначим 

 
 0

x b

x

h
k




       (5) 

Тогда энергия деформирования сжатой арматуры: 

2 2
2 2 2

0

1 1
(1 )

2 2 (1 )
b

sс sc sc sc sc sc s
b b

k ha
W E A E A A A

k h h h
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   

                 
, (6) 

где Esс, Asс, sс – соответственно модуль упругости, площадь и продольная деформация  
сжатой арматуры,  
a – расстояние от сжатой грани до центра тяжести сжатой арматуры,  
h0 - рабочая высота сечения. 
Энергия деформирования поперечной арматуры  

     
1

0

3 2
0

1
6

1
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c

sw sw sw sf x x dxW E f h h tg            ,  (7) 

где sw(x), sw(x) – напряжения и деформации в поперечной арматуре;  
Esw, fsw – соответственно модуль упругости и погонная площадь поперечной арматуры. 
Энергия деформирования поперечных полос композита с учетом геометрической 

 гипотезы: 
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, (8) 
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Энергия деформирования бетона по высоте hb при сжатии: 

   
22

2 2

00

(1 )1 1
( )

2 2 3

h
b

bc x ov b b s
b

k h
W y y dy b h E k A

h h


  
 

           
 ,  (9) 

где x(y) и x(y) – напряжения и деформации бетона сжатой зоны.  
Энергия сдвига сжатой зоны бетона: 

21 1

2 2
b

sh b sh
b b

Q
W Q

b h G
   

 
,    (10) 

где sh - угол сдвига;  
Gb – модуль сдвига бетона;  
Qb - перерезывающая сила в сжатой зоне, которая определяется из уравнения  
равновесия вертикальных сил. 
Энергия разрушения растянутого бетона 

 2 2

3 3 cos
b

bt bt ubt crc bt ubt

b h h
W R b l R 


 

        ,   (11) 

где lcrc - длина наклонной трещины. 
Аппроксимируем диаграмму «момент-кривизна» в наклонном сечении прямолиней-

ной зависимостью. Обозначим: 

 0 1м м

Mнm m
Mк

        (12) 

где Мн - момент, соответствующий началу раскрытия трещины;  
Мк - момент в конце процесса формирования траектории трещины. 
Момент от внешней нагрузки Mf  в точке с координатой f, воспринимаемый наклон-

ным сечением, можно выразить через величину изгибающего момента M* в каком-либо ха-
рактерном сечении и функцию формы эпюры моментов Ф(x).  

В этом случае работа внешней нагрузки 
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где crc - деформации в направлении, нормальном к траектории трещины. 
Поставим выражения (3), (4), (6), (7), (8), (9), (10), (11) и (13) в уравнение энергетиче-

ского баланса (2) и поделим обе части уравнения на 2
s .  
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Тогда с учетом уравнений равновесия проекций всех сил в трапецеидальном элементе 
над трещиной на вертикальную и горизонтальную ось выражение для момента M* будет 
иметь вид: 
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Положение опасной наклонной трещины определяется из условия 
*

0
dM

d
 . 

Результаты 
Для анализа работы наклонных сечений, усиленных композитными материалами, и 

оценки влияния различных факторов на угол наклона трещины проведен расчет шарнирно 
опертых железобетонных балок пролетом 6 м таврового сечения из бетона класса В25, с про-
дольной и поперечной арматурой класса А500С. Рассматривалось две схемы приложения 
внешней нагрузки: равномерно распределенная нагрузка и сосредоточенная сила в середине 
пролета. Параметры балок и схема армирования представлены в таблице 1. 

 
Таблица 1 - Параметры усиленных железобетонных балок 
 

Геометрические размеры сечения 
b = 0.25 м bov = 0.6 мм h = 0.6 м hov =0.2 м 

Армирование балок 
Площадь нижней арматуры Площадь верхней арматуры  

As = 2.26 см2 Asc = 0.85 см2 
 
Рассматривалось два типа продольного и поперечного усиления: углеволокном и 

стекловолокном. Модуль упругости углеволокна Ef = Efw = 2.28108 кН/м2 [13]. Модуль упру-
гости стекловолокна Ef = Efw = 7.6107 кН/м2 [12]. Площади полос стекловолокна и углево-
локна принимались одинаковыми.  

Площадь и шаг обычных хомутов и полос из композитного материала варьировались 
таким образом, чтобы суммарное погонное усилие, воспринимаемое обычной и композитной 
арматурой, оставалось постоянным. 
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Для оценки влияния коэффициента А гипотезы билинейных сечений проведены рас-
четы балок с параметрами, представленными в таблице 1, и с внешним усилением углево-
локном и с усилением стекловолокном. В этих балках погонная площадь обычной попереч-
ной арматуры принята равной fsw = 7,55 cм2/м, а погонная площадь композитного поперечно-
го усиления углеволкном ffw =2,3 см2/м, стекловолокном ffw =8,2 см2/м. При этих соотноше-
ниях балки имеют одинаковую несущую способность. Эмпирический коэффициент А варьи-
ровался в пределах от 1 до 2.0. 

На рисунке 3 представлена зависимость угла наклона трещины от коэффициента ги-
потезы билинейных сечений для тавровой балки, загруженной равномерно распределенной 
нагрузкой. На рисунке 4 представлена аналогичная зависимость для той же самой балки за-
груженной сосредоточенной силой в середине пролета. На представленных графиках f – ко-
ордината начала возможной трещиной (в долях от величины пролета L). Сплошной линией 
обозначены результаты расчетов балок, усиленных углеволокном, а пунктиром – балок, уси-
ленных стекловолокном. 

 
Рисунок 3 - Зависимость угла наклона трещины  от коэффициента А гипотезы билинейных сечений при  
 действии равномерно распределенной нагрузки: У – усиление углеволокном; С – усиление стекловолокном 

 
Из графиков видно, что увеличение коэффициента гипотезы билинейных сечений 

приводит к увеличению угла наклона трещины к вертикали, как для случая действия равно-
мерно распределенной нагрузки, так и для случая действия сосредоточенной силы для балок 
с обоими типами усиления. Влияние этого коэффициента тем более существенно, чем даль-
ше от опоры расположено рассматриваемое сечение. Как видно из графиков, значения углов 
при усилении двумя видами композитного материала близки, т.к. погонная площадь усиле-
ния подбиралась из условия одинаковой несущей способности сечения по поперечной силе. 

В случае действия равномерно распределенной нагрузки влияние этого коэффициента 
наиболее существенно для сечений, начинающихся в пределах от 0.2 до 0.4 пролета. В слу-
чае приложения сосредоточенной силы наблюдается непрерывный рост значений угла 
наклона при всех значениях А при которых гипотеза имеет решение. 

На рисунке 5 (а) представлена зависимость угла наклона трещины от соотношения по-
гонных площадей обычной и композитной арматуры в виде холстов из углеволокна при дей-
ствии равномерно распределенной нагрузки, а на рисунке 5 (б) аналогичная зависимость для 
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усиления в виде холстов из стекловолокна. Величина эмпирического коэффициента гипотезы 
билинейных сечений принята А=1.9 [3]. 

На рисунке 6а представлен график угла наклона трещины от соотношения погонных 
площадей обычной и композитной арматуры в виде холстов из углеволокна при действии со-
средоточенной силы и при А = 1.9, а на рисунке 6 (б) аналогичная зависимость для усиления 
в виде холстов из стекловолокна. 
 

 
Рисунок 4 - Зависимость угла наклона трещины  от коэффициента А 

 гипотезы билинейных сечений при действии сосредоточенной силы  
в середине пролета: У – усиление углеволокном; С – усиление стекловолокном 

 

а) б) 

 
Рисунок 5 - Зависимость угла наклона трещины от соотношения погонных площадей поперечной  

арматуры и полос усиления углеволокном: а) в случае действия равномерно распределенной нагрузки;  
б) в случае действия равномерно распределенной нагрузки 

 
а) б) 

 
 

Рисунок 6 - Зависимость угла наклона трещины от соотношения погонных площадей поперечной 
арматуры и полос усиления в случае действия равномерно распределенной нагрузки:  

а) в случае усиления углеволокном; б) в случае усиления стекловолокном 
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Как видно из графиков, с уменьшением доли композитного материала угол наклона 
трещины и, соответственно, проекция наклонной трещины уменьшается. 

 
Выводы 
По результатам расчетов можно сделать следующие выводы: 
1. С увеличения доли композитного материала по отношению к стальной попереч-

ной арматуре при одинаковом суммарном погонном усилии угол наклона трещины к верти-
кали α и, соответственно, длина проекции наклонной трещины увеличивается. Наиболее ин-
тенсивное изменение угла имеет место при значениях ffw/fsw  2. 

2. При действии сосредоточенной силы имеет место плавное увеличение угла  с 
увеличением коэффициента А гипотезы билинейных сечений. 

3. В случае действия распределенной нагрузки увеличение коэффициента А приво-
дит к плавному увеличению расчетного угла наклона трещин в приопорных зонах (в преде-
лах от 0 до 0.2 L). Для сечений в зоне f > 0.2 L имеет место резкий скачок величины угла  с 
увеличением коэффициента А. 

4. Полученные данные подтверждают существенное влияние принятой геометриче-
ской гипотезы, что говорит о необходимости дальнейших исследований деформированного 
состояния изгибаемых железобетонных конструкций, усиленных композитными материала-
ми. 

Аналогичный подход с некоторыми изменениями может быть применен для случая, 
когда нейтральная зона проходит в ребре, а также для случая, когда трещины возникают в 
верхней зоне таврового сечения. 
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