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Задача Кеплера
В начале XVII века на основе многолетних наблюдений немецким астрономом

Иоганном Кеплером были получены три закона о движения планет

относительно Солнца полностью и с превосходной точностью объяснившие

видимую неравномерность их движений.

Уравнение Ке́плера описывает

движение тела по эллиптической

орбите в задаче двух тел. В

классической механике, задача двух
тел состоит в том, чтобы определить

движение двух точечных частиц, 

которые взаимодействуют только друг

с другом. Распространённые примеры

включают спутник, обращающийся

вокруг планеты, планета, 

обращающаяся вокруг звезды, две

звезды, обращающиеся вокруг друг

друга (двойная звезда), и классический

электрон, движущийся вокруг атомного

ядра. 



Движение космического

аппарата
Это система из дифференциальных уравнений второго порядка, где r –

радиус-вектор расстояния от притягивающего центра до КА; m1 –
масса КА, m2 – масса притягивающего тела; a – вектор реактивного
ускорения; k – гравитационная постоянная; x, y, z – проекции вектора r
на декартовы координаты. 
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Начальные условия и

уравнения

� При решении системы дифференциальных
уравнений будем считать, что в начальный
момент времени тело находилось в точке с
радиус-вектором r=(1,1,1), скорость тела
была направлена вниз v=(0.4;-0.4;0).

� Но использовать конкретные числовые
значения R, T, M для проверки законов
Кеплера не требуется. Для того чтобы это
показать, найдем безразмерную скорость
тела, движущегося в гравитационном поле
по окружности. Получаем: v=(0,2π)

� Следовательно, для получения орбит, 
отличных от круговых, достаточно задавать
значения начальной скорости, отличные от
2π. 
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Конечные разности

Рунге-Кутта четвертого порядка

( )tvFdtdv ,=

( )kkkk tvFtvv ,1 ⋅∆+=+

( )111 , +++ ⋅∆+= kkkk tvFtvv

( )kkkk tvFtvv ,211 ⋅∆+= −+

vk

Vk-1

Vk+1

D
A

C

∆t∆t

tk-1 tk tk+1

разность назад - участок DA (метод Эйлера)

разность вперед - участок AС (метод Гира)

центральная разность - участок DС

центральная разность для ( ) 1

2

1 ,2 −+ −⋅∆+= kkkkk vtvFtvv

B

( ) 622 43211 KKKKtvv kk +++∆+=+

),(1 kk tvFK =

)5.0,5.0( 12 ttKvFK kk ∆++=

)5.0,5.0( 23 ttKvFK kk ∆++=
),( 34 ttKvFK kk ∆++=

( )tvy =
y

t

( )tvFdtvd ,22 =



Геометрическая интерпретация
метода Рунге-Кутта

Рунге-Кутта четвертого порядка
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РеализацияРеализация решениярешения

попо методуметоду РунгеРунге--КуттаКутта
Начальные данные

Система

уравнений

Вызов функции

численного решения
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Реализация в MathCAD

Разность назад и центральная разность
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Сравнение результатов для разностей

вперед, назад и центральной
Разность назад

Метод Эйлера

Разность вперед

Метод Гира

Центральная

разность

n=1 000 n=10 000

Разность назад

Метод Эйлера

Центральная

разность

Разность вперед

Метод Гира
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Выводы
В ходе решения нами было обнаружено :

� разность вперед и разность назад дают
существенную ошибку (при разбиении на 1000 
точек),

� центральная и Рунге-Кутта дают практически
точный результат.

� Полученная в программе MathCAD модель
позволяет улучшить восприятие материала по
физике, астрономии и математике.

� Созданная модель позволяет наглядно увидеть
влияние параметров: m1 – массы КА, m2 – массы
притягивающего тела; a – вектора реактивного
ускорения; k – гравитационной постоянной, и
начальных координат тела и его скорости на
описываемую им траекторию
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